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In dieser zweiten Grundvorlesung zur Analysis werden Funktionen f : X — R untersucht, die
auf einer Teilmenge X C R" definiert sind oder auf einem allgemeineren Raum X. Es ist sinnvoll
auch vektorwertige Funktionen f : X — E mit in die Untersuchungen einzubeziehen, z.B. fir
R™ oder allgemeinere normierte Raume E.

Es geht wieder darum, das Verhalten der Funktionen bei kleinen Verdnderungen der Ar-
gumente zu analysieren. Dazu ist es nétig, eine klare Begriffsbildung davon zu haben, was in
diesem Zusammenhang ,kleine Anderung” bedeutet. Diese Klarung wird durch die natirliche
Topologie des R" geleistet.

Es qilt also erst einmal, die topologischen Grundbegriffe zusammenzustellen, die fur den
R™ bendtigt werden. Damit ist dann der Begriff der stetigen Funktion erklart, und es lasst sich
der Begriff der Differenzierbarkeit fir Funktionen in mehreren Verénderlichen einfuhren und stu-
dieren. Mit dem Konzept der Differenzierbarkeit ist es mdglich, einige fundamentale Aussagen
wie zum Beispiel Resultate Kurvenlange und Kurvenintegrale, ber Extrema von Funktionen
mit Werten in R oder den Satz Gber die Umkehrabbildung von differenzierbaren Abbildungen zu
beweisen.

Auf dem Weg dahin vertiefen wir flr vektorwertige Funktionen f : J — E auf einem Intervall
J C R mit Werten in einem Banachraum die Differential- und Integralrechnung einer reellen
Veranderlichen und begriinden insbesondere die Integrationstheorie von solchen Funktionen.

Kapitel VIII. Topologie metrischer RGume

In diesem Kapitel geht es darum, die topologischen Grundbegriffe bereitzustellen, die wir fir
topologische Uberlegungen tiber Teilmengen X des R™ mit seiner natiirlichen topologischen
Struktur und fur Funktionen f : X — R” benétigen. Um dieser Aufgabe gerecht zu werden,
holen wir aus und beginnen mit den abstrakten Konzept des topologischen Raumes (§ 22),
studieren dann metrische Topologien und normierte Raume, und kommen spater zum Konzept
der kompakten Menge und des zusammenhangenden Raumes.

Dieser Weg, bei dem mehr dargestellt wird, als fir den R™ nétig ware, hat seine Berech-
tigung, weil die topologischen Grundbegriffe Uberall in der Mathematik verwendet werden und
weil auf diese Weise die topologischen Konzepte, die fur Teilmengen X C R™ gebraucht wer-
den, in einen allgemeineren Zusammenhang gesetzt und eingeordnet werden kénnen.
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822 Der Begriff des topologischen Raumes

(22.1) Definition: Ein topologischer Raum besteht aus einer Menge X und einem System 7 x
von Teilmengen von X mit den folgenden Eigenschaften:

T.1 Firje zwei Elemente U e 7x undV € 7x qit UNV € 7x,und es gilt X € Tx.
T.2 Fur jede Familie (U,),c; von Elementen U, € Tx gilt J,.; U, € Tx.

Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen (X, 7x) und (Y, 7y) heif3t ste-
tig, wenn fur alle V € 7y stets f~1(V) € 7Tx qilt.

Man beachte f~1(V) = {z € X : f(z) € V}, f~! ist hier nicht die Umkehrabbildung von f,
die jain der Regel gar nicht existiert.

Das Mengensystem 7 = 7Tx heildt dann , die Topologie von X*, oder die ,Topologie des
(topologischen) Raumes X*, und man spricht von einer ,topologischen Struktur* auf der Menge
X, die durch 7 gegeben ist.

(22.2) Bemerkungen und Beispiele:

1° Die Teilmengen U € Ty eines topologischen Raumes (X, 7x ) heil3en die offenen Mengen
des topologischen Raumes. Eine Teilmenge U C X ist also genau dann offen, wenn U € Tx
gilt.

2° Aus T.1 folgt durch Induktion die Eigenschaft: Fur endlich viele Elemente U, Us,...,U,
aus 7 ist der Durchschnitt (", U, ebenfalls ein Element aus 7.

3° Die Definition beinhaltet, dass neben der ganzen Menge X auch die leere Menge ()
offen ist: ) € 7x. Denn in T.2 ist die leere Vereinigung zugelassen, und es ist |,y U, = 0 €
Tx. Die Axiome T.1 und T.2 besagen dann genau, dass das System 7x der offenen Mengen
abgeschlossen ist gegenuber endlichen Durchschnitten und beliebigen Vereinigungen.

4° Das zentrale Beispiel, das die Verbindung zwischen den Methoden der Kapitel Il — VII
und dem jetzt eingeflihrten neuen Zugang herstellt:

Im Falle X = R erklaren wir die natlrliche Topologie oder auch die euklidische Topologie
auf R dadurch, dass eine Teilmenge U C R als offen definiert wird, wenn es zu jedem z € U ein
r > 0 gibt, so dass |x — r,z + r[ C U gilt. Wir sehen dann, dass das System

T={UCR|VzeU3r>0:Jz—rz+r[CU}

der so definierten offenen Mengen die Axiome T.1 und T.2 erflillt und dass samtliche Intervalle
der Form Ja, b[ zum System der offenen Mengen gehoren. Der bisherige Sprachgebrauch passt
also mit dem neu eingefiihrten Begriff der offenen Menge in R zusammen. Im tbrigen gilt auch:
T={UcX|3a,beR(tel):U=,la,b[}

Die natirliche Topologie des R hat einerseits eine Verallgemeinerung auf beliebige total
geordnete Mengen als ,,Ordnungstopologie” und andererseits eine Verallgemeinerung auf me-
trische Topologien, die auf einem normierten Raum durch die Norm gegeben sind. Der Ansatz
der Ordnungstopologie wird in dieser Vorlesung nicht weiter verfolgt, wahrend wir metrische
R&ume im nachsten Paragraphen studieren.
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5° Vergleich des Stetigkeitsbegriffs aus Kapitel V, § 13, und dem neuen Stetigkeitsbegriff
nach 22.1:

Sei f : R — R eine im Sinne von Kapitel V stetige Funktion. Wir wollen zeigen, dass dann
das Urbild f=*(V) einer offenen Menge V C R wieder offen ist. Dazu sei z € f~1(V). Weil V/
offen ist, gibt es zu f(x) € V eine > 0 mit |f(z) — ¢, f(z) + €] C V. Wegen der Stetigkeit gibt
eseind >0mit f(Jx — d,x+9]) C|f(x) —e, f(z)+e] C V (vgl. 13.8). Also gilt |z — J,z + §] C
f~X(V), und daher ist f~1(V) offen.

Sei umgekehrt f : R — R eine Funktion, die im Sinne von 22.1 stetig ist. Zu jedem z € R
und jedem ¢ > 0 ist das Intervall U.(y) € R,y = f(z), offen nach Definition 3°, also ist
nach Voraussetzung f~!(U.(y)) C R offen. Das bedeutet, dass es zu unserem Ausgangspunkt
r € fYU(y)) eind > 0mit]z — 6,z +6[ C f~H(U-(y)) gibt. Fur alle ' € R mit |x — /| < § gilt
daher | f(z) — f(2')] <e, d.h. fistin z stetig im Sinne von Kapitel V.

6° Im Falle X = C = R? verfahren wir ganz analog zu 3° und sehen auch die Chance einer
Verallgemeinerung auf R™: U C C sei definitionsgemaf offen, genau dann wenn es zu jedem
zeUenr>0mitU.(z) C Ugibt (Uy(z) =2+71E={w e C : [z—w| <r}, vgl. 10.4).
Es gilt wieder: Das System 7 der so definierten offenen Mengen erfillt T.1 und T.2, und die
Kreisscheiben U, (z) sind offen. Diese Topologie heil3t wieder die natlrliche Topologie oder die
euklidische Topologie.

(22.3) Weitere Beispiele und Bemerkungen: Sei X eine beliebigen Menge.

1° X und () gehoren zu jeder Topologie auf X. Mit diesen beiden Mengen wird schon eine
Topologie definiert: Das System 7, := {0, X'} ist eine Topologie auf X, die grobste Topologie
auf X. Diese Topologie heil3t auch die triviale Topologie auf X.

2° Auf Menge X gibt es aulRerdem die feinste Topologie, das ist die Potenzmenge 7, :=
P(X)={U|U c X}. Diese Topologie heif3t auch die diskrete Topologie auf X.

3° Sei (Y, 7Ty) ein topologischer Raum. Bezuglich der feinsten Topologie auf X ist dann jede
Abbildung f : X — Y stetig, bezlglich der grébsten Topologie auf X sind dagegen in der Regel
nur die konstanten Abbildungen stetig.

4° Die Menge 7(X) aller Topologien auf X ist partiell angeordnet durch
TS &= TcCS

fur 7, S € 7(X). Die Topologie 7, = {0, X'} ist in dieser partiellen Anordnung das kleinste
Element im Sinne von {0, X} < 7 fur alle 7 € 7(X) und 7; = P(X) ist das groBte Element
im Sinne von 7 < P(X) fur alle 7 € 7(X). Es gilt 7 < S genau dann wenn die |dentitét
idx : X — X stetig ist als Abbildung von dem topologischen Raum (X, 7") in den topologischen
Raum (X, S).

5° In jedem Falle gibt es viele Topologien auf X und es ist bereits fur endliche Mengen X
eine kombinatorisch aufwendige Aufgabe, alle Topologien auf der Menge X zu bestimmen.

Auch im Falle des fur uns interessanten Falles R gibt es also eine grof3e Vielfalt von Topolo-
gien, aber nur die eine in 22.2.4° als natlrliche Topologie definierte Topologie interessiert uns
ernsthaft in dieser Vorlesung.

6° Wir erwéhnen aber trotzdem noch eine weitere Topologie auf R, die einen Zusammen-
hang mit der Algebra aufweist. Sie wird flr beliebige Mengen X definiert. Eine Teilmenge U
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von X heil3t in dieser Topologie offen, wenn sie die leere Menge ist oder wenn sie Komplement
einer endlichen Teilmenge von X ist. Der Zusammenhang zur Algebra: Diese Topologie ist auf
X = R das System aller Komplemente von Nullstellenmengen von Polynomen.

7° Sei k ein Korper und sei k[T4,T5,...,T,] der Ring der Polynome in n Unbestimmten mit
Koeffizienten in k. Das Nullstellengebilde eines Polynoms f € k[T, T5,...,T,] ist

N(f):=f10) ={z € k™ : f(x) =0} C k".
Die Zariskitopologie auf dem Raum k£™ ist nun das System aller Mengen der Form

U=k"\{ff'0)Nn...£,1(0)}

mit endlich vielen Polynomen f; € k[T1,T,...,T,]. Sie wird besser durch das System der
abgeschlossenen Mengen beschrieben, siehe 22.6.3°.

Im Falle n = 1 stimmt die Zariskitopologie auf X = k mit der in 6° gegebenen Topologie
Uberein.

(22.4) Definition: Sei X ein topologischer Raum mit Topologie 7. Eine Menge A C X heil3t
abgeschlossen, wenn das Komplement X\ A offen ist, d.h. ein Element von 7 ist.

Kommentar: Das bedeutet natirlich nicht, dass eine Teilmenge, die nicht offen ist, bereits
abgeschlossen sein muss. Es gibt in der Regel viele Teilmengen, die weder offen noch abge-
schlossen sind, fast ist man geneigt, zu behaupten, dass die meisten der Teilmengen keine der
beiden Eigenschaften erfiillen, abgesehen von Spezialfallen (wie die feinste Topologie) und der
Schwierigkeit, zu definieren, was denn ,die meisten” hier bedeuten soll. In R mit der natlrlichen
Topologie haben wir jedenfalls die halboffenen Intervalle ]a, b], [c, d[, die weder offen noch ab-
geschlossen sind, oder die Mengen [a,b] U Q.

(22.5) Satz: Das System aller abgeschlossenen Mengen Ax eines topologischen Raumes
(X, T) erfillt die folgenden zwei Bedingungen:

S.1 Frje zwei Elemente A€ Ax und Be Ax git AUB € Ax,undes gilt) € Ax.
S.2 Fur jede Familie (A,),cr von Elementen A, € Ax qilt(,c; 4, € Ax,und X € Ay.

Eine topologische Struktur auf einer Menge X kann also genauso durch die Menge aller
abgeschlossenen Mengen festgelegt werden. 17.04.2007

(22.6) Beispiele:

1° Fur R mit der naturlichen Topologie gilt: [a, b] ist abgeschlossene Teilmenge von R, und
A = {%|n € N;} U {0} ist abgeschlossen. Dagegen ist B = A\{0} = {1|n € N} nicht
abgeschlossen.

2° Die in 22.3.6° definierte Topologie ist die Topologie auf X, die als die abgeschlossenen
Mengen neben () und X gerade die endlichen Teilmengen von X hat.

3° Sei k ein Korper. Die Zariskitopologie (22.3.7°) auf X = k™ ist die Topologie, welche die
Nullstellenmengen von Polynomen als abgeschlossene Mengen hat.

Sei R = k[T1,T3,...,T,] der Ring der Polynome in n Unbestimmten mit Koeffizienten in k.
Fir f € Rsei N(f) .= f~40) = {x € k™ : f(x) = 0} C k" und fur Teilmengen a C R sei
N(a):={zek"|Vfea: f(x) =0} =Nea N(f)
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Es soll gezeigt werden, dass das System A := {N(a) C k" : a C R} die Axiome S.1und S.2
erfullt. Es gilt N(f) UN(g) = N(fg) fur f,g € R, wobei fg(x) = f(z)g(x), und N(a) U N(b) =
N(ab) fur a,b C R, wobei ab = {fg|f € ab}. Also ist S.1 erfullt. S.2 ist direkt (),.; N(a,) =

N(ULEI aL)'

Ein Satz aus der Algebra (der Hilbertsche Basissatz) besagt, dass es zu jeder Menge a C R
endlich viele f1,..., f;, € R gibt mit N(a) = N({f1,..., fm}). Erst mit diesem Resultat ist die
Aussage in 22.3.7° zu begriinden.

(22.7) Definition: Sei X ein topologischer Raum mit dem System 7 der offenen Mengen und
sei a € X ein Punkt. Eine Umgebung von a ist eine Teilmenge W C X, die eine offene Menge
UeT mita € U enthélt: a € U C W. Seil(a) das System der Umgebungen von a.

(22.8) Beispiele und Bemerkungen:

1° In X = R mit der naturlichen Topologie gilt: Jedes offene Intervall |c, d[ ist Umgebung
jedes seiner Elemente; jedes abgeschlossen Intervall [, d] ist Umgebung von jedem a, ¢ < a <
d, aber nicht von ¢ oder d; die Menge [0, 1]\Q ist von gar keinem Punkt aus R Umgebung.

2° Im Falle der grobsten Topologie auf X giltU(a) = {X} fur alle a € X.

3° Im Falle der Topologie 7 auf X, die aus allen Komplementen von endlichen Mengen
besteht, gilt fir alle a € X: U(a) = T\{0, X\{a} } = {X\E|E C X, F endlich,a ¢ E}.

4° Es gilt allgemein fur eine Teilmenge U in einen topologischen Raum (X, 7): U € 7 <
VaeU:Ue€Ul(a).

(22.9) Satz: Sei (X, T) ein topologischer Raum und U(a), a € X, die Familie der zugehdrigen
Umgebungssysteme. Dann sind die folgenden Eigenschaften erfullt:

ViVae XVVella):acV.

V2Vae XVV elU(a)VIVC X :VCW = W €lU(a). (Jedes System U(a) ist ein Filter.)
V3Vae XVV,WeU(a) : VOW €U(a).

VA Vae XYV eU(a)IW eU(a): (WCVund Vbe W : W €U(b)).

(22.10) Satz: Durch eine Familie ((a), a € X) von Teilmengen U(a) C P(X) der Potenzmen-
ge P(X) von X mit den Eigenschaften V.1 — V.4 in 22.9 wird auf folgende Weise eine Topologie
7 auf X bestimmt, deren Umgebungssysteme gerade wieder U/(a), a € X, sind (vgl. 22.8.4 °):

UeT <= VYacU3IVella):VCU.

(22.11) Definition: Sei (X, 7)) ein topologischer Raum.

1° Eine Basis der Topologie ist eine Teilmenge B C 7 mit der Eigenschaft, dass jede offene
Menge sich als Vereinigung von Mengen aus 5 darstellen lasst.

2° Eine Subbasis der Topologie ist ein System S C 7, so dass die Menge der endlichen
Durchschnitte von Elementen aus S eine Basis von 7 bildet.

3° Eine Umgebungsbasis zu a € X ist ein System B(a) mit der Eigenschaft, dass jede Um-
gebung V € U(a) eine Teilmenge eines Elementes B aus B(a) ist. Also V C B € B(a).

(22.12) Beispiele:

1° In R mit der natirlichen Topologie ist die Menge aller offenen Intervalle eine Basis der
Topologie. Ebenso ist (Jr,s[ : 7,s € Q) eine Basis der Topologie. R hat also eine abz&hlbare
Basis der Topologie.
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2° Naturlich ist die Topologie 7 fir jeden topologischen Raum (X, 7) selbst eine Basis der
Topologie. Und jede Basis ist auch eine Subbasis.

3° In R mit der naturlichen Topologie ist die Familie von Abschnitten (A, B : r,s € R) der
Form A, = {x e R|z < r} oder B, = {z € R|z > s} eine Subbasis der natlrlichen Topologie.

4° Fir die Topologie 7 auf X, die aus allen Komplementen von endlichen Mengen besteht,
ist (X\{a}| a € X) eine Subbasis.

(22.13) Definition: Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Raumen (X, 7x) und
(Y, 7y) heift stetig im Punkte a € X, wenn fur alle Umgebungen W € U(f(a)) von f(a) stets
eine Umgebung V' € U(a) mit f(V) C W existiert.

(22.14) Satz: Fur eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Raumen (X, 7x) und
(Y, 7y) sind die folgenden Eigenschaften &quivalent:

1° f ist stetig (im Sinne von 22.1).
2° fistin allen Punkten a € X stetig.
3° Fiir alle abgeschlossenen Mengen A C Y ist f ~1(A) abgeschlossen.

(22.15) Definition: (X, 7)) sei ein topologischer Raum und Z C X eine Teilmenge. Dann ist
Tlz:={WnZ:WeT}

eine Topologie auf Z und (Z,T|z) ist der durch Z gegebene Unterraum. 7| z wird auch die in-
duzierte Topologie oder die Relativtopologie genannt.

(22.16) Beispiele und Bemerkungen:
1° In R mit der natlrlichen Topologie haben wir die folgenden Unterraume:

la,b[ , [a,b] und weitere Intervalle. Man beachte, dass ]a, b[ in der auf ]a, b[ induzierten To-
pologie abgeschlossen ist und dass analog [a,b] in der auf [a,b] induzierten Topologie offen
ist.

N oder {% : n € N; }. Diese beide Unterrdume erhalten die feinste (d.h. diskrete Topologie)
als induzierte Struktur.

Z = {% : n e Ny} U{0}. Die induzierte Topologie ist nicht die feinste Topologie. Jede im
Unterraum Z offene Menge V/, die 0 enthalt, umfasst auch % fur alle n € N ab einem geeigneten
no. 20.4.2007

2° exp : R — ]0,00] ist bijektiv und stetig, auch in Bezug auf die induzierte Struktur. Die
Umkehrfunktion log : ]0,00] — R ist ebenfalls stetig in der induzierten Struktur. Insofern sind
die topologischen Raume R mit der natiirlichen Topologie und ]0, oo[ in der von der naturlichen
Topologie induzierten Topologie ,isomorph*.

Ebenso ist ¢ : ]0,00[ — ]0,1] , t — l%rt, bijektiv und stetig in den induzierten Topologien mit
der stetigen Umkehrfunktion ]0, 1] — ]0, 00| , y +— ﬁ Insgesamt liefert also ¢ oexp : R — ]0, 1]
eine bijektive stetige Funktion mit stetiger Umkehrfunktion, d.h. R und der Unterraum )0, 1[ sind
im topologischen Sinne ,isomorph*. (Sie sind sogar im differenzierbaren und analytischen Sinne
Jisomorph®, weil 1 o exp und log oy~ beliebig oft differenzierbare und analytische Funktionen
sind.)

3° Vielfach benutzt wird der folgende einfache Sachverhalt: Seien (X,7), (Y,S) topologi-
sche Rdume und sei Z C Y. Eine Abbildung f : X — Y mit f(X) C Z ist genau dann stetig,
wenn (die Restriktion) f : X — Z beziglich der induzierten Topologie stetig ist.
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(22.17) Definition: Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen (X,7) und
(Y, S) heil’t topologisch (oder homéomorph), wenn f stetig und bijektiv ist, und die Umkehrab-
bildung f~!: Y — X ebenfalls stetig ist. f heit auch Homéomorphismus.

(X,7) und (Y,S) heiBen topologisch aquivalent (oder homéomorph), wenn es eine solche
topologische Abbildung zwischen X und Y gibt.

(22.18) Beispiele: 1° [0, 1] in der von der naturlichen Topologie auf R induzierten Topologie ist
nicht homéomorph zu R in der natirlichen Topologie.

2° 10, 1[ in der von der naturlichen Topologie induzierten Topologie ist homéomorph zu Z :=
{z € C : |z| =1, z # 1} in der von der natirlichen Topologie auf C (vgl. 22.2.6°) induzierten
Topologie. Ein Homdomorphismus ist durch ¢ : |0,1] — Z, ¢ — exp(2mit), gegeben. Es ist
Z=S\1,S={z€C: |z =1}.

3° Achtung: Fir eine stetige und bijektive Abbildung ist die Umkehrabbildung nicht immer
stetig, wie das Beispiel ¢ : ]0,1] — S, t — exp(2mit), zeigt:

Die Teilmenge |1,1] von ]0,1] ist offen in ]0,1] in der induzierten Topologie und das Ur-
bild von |1, 1] in Bezug auf die Umkehrfunktion ¢ 1 ist (]4,1]) =: D, die Menge der Punkte
expia, m < « < 2rw. Diese Menge ist nicht offen, denn fir jede offene Umgebung W C C
von 1 im topologischen Raum C mit der natirlichen Topologie gibt es ein ¢ > 0, so dass
exp(ia) € W NS fur || < e. Daher gibt es keine Umgebung W von 1 mit W NS C D.

Hier haben wir also im Rahmen der stetigen Abbildungen zwischen topologischen Ra&umen
ein ganz anderes Verhalten als bei linearen Abbildungen oder bei Gruppenhomomorphismen.

(22.19) Definition: Seien (X, T), (Y, S) topologische Raume. Die Produkttopologie 7 x S ist die
von {U x V |U € T,V € §} =: B als Basis erzeugte Topologie.

Analog fur endliche Produkte: Fur topologische Raume (X;,7;), ¢ = 1,...,m, ist die Pro-
dukttopologie durch

ﬁ?}::{WcﬁXﬂVaEWﬂUieﬂ:aeﬁUiCW}
=1 =1 =1

gegeben.

(22.20) Satz: Die Produkttopologie ist eine Topologie, und die Projektionen pry : X xY —
X, (z,y) — xzund pry : X XY — Y, (x,y) — y sind stetig Abbildungen. Es gilt fur alle
Abbildungen f: Z — X x Y: f ist genau dann stetig, wenn pr y o f und pry o f stetig sind.

Die Produkttopologie ist die grobste Topologie, fur die die Projektionenpry : X x Y — X
und pry : X x Y — Y stetig sind. Analog fiir endliche Produkte.!

Ein elementarer und wichtiger Nachtrag zur Permanenz der Stetigkeit:

(22.21) Satz:
1° Die Komposition f o g von zwei stetigen Abbildungen ist stetig.
2° Fur stetige Abbildungen f,g : X — R sind f + g und fg¢ wieder stetig.

(22.22) Beispiel: R™ und C™ haben damit die Produkttopologie als eine natiirliche Topologie,
genauso wie der K-Vektorraum K™*™ der n x m-Matrizen.

'Diese zwei Ergénzungen wurden nicht vorgetragen.



MIIA - VI 8

Zum Abschluss des Paragraphen die Quotiententopologie:

(22.23) Definition: Sei (X, T) ein topologischer Raum, und es sei auf X eine Aquivalenzrela-
tion ~ gegeben mit der Quotientenabbildung = : X — X/. in den Quotientenraum X/. der
Aquivalenzklassen. Auf X/ wird die Quotiententopologie 7 /.. folgendermafRen definiert: Fur
UcC X/. sei

UeT/. = n Y U)eT.

(mtU)={reX|FzecU:zcz}=U,y2)

(22.24) Satz: T /.. ist eine Topologie und = ist stetig. Eine Abbildung g : X/. — Y in einen
topologischen Raum ist genau dann stetig, wenn go 7 : X — Y stetig ist.

(22.25) Beispiel: Sei X = R mit der natlrlichen Topologieundseiz ~y <& Jk e Z:x—y = k.
Dann ist der Quotient S := R/.. = R/Z homdomorph zur Einheitskreislinie S ¢ C mit der indu-
zierten Topologie (vgl. Ubungen).

8§23 Metrische Raume und normierte Raume

In diesem Paragraphen geht es darum, interessante Klassen von Beispielen topologischer Rau-
me zu studieren, unter denen unter anderen auch R™ und C™ mit ihrer nattrrlichen Topologie (vgl.
22.22) und ihre Unterrdume X C K" mit der Relativtopologie vorkommen.

(23.1) Definition: Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) mit einer Menge X und einer Funktion
d: X x X — R (Metrik genannt oder Distanz), so dass fir alle z,y,z € X die folgenden
Eigenschaften erfillt sind:

D.1 d(z,y) >0und (d(z,y) =0 <= z=y).
D.2 d(z,z) <d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung).
D.3  d(x,y) = d(y,x) (Symmetrie).

Die offene Kugel oder der offene Ball um a € X mit Radius r > 0 ist die Menge
B(a,r):={z e X : d(a,z) <r},
die abgeschlossen Kugel entsprechend
B(a,r) :={r € X : d(a,z) <r}.

(23.2) Satz: Ein metrischer Raum (X, d) (bzw. eine Metrik auf X) induziert auf der Menge X
eine Topologie
Td)={UcCcX|VeeU3r>0:B(x,r)CU}.

7 (d) hei3t auch die von d erzeugte Topologie.
Die Axiome D.1 — D.3 haben vor allem geometrischen Charakter, wie das folgende Lemma
zeigt.

2nicht vorgetragen
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(23.3) Lemma: 1° Auch fur eine beliebige Funktion d : X x X — R ist
Td)={UcCcX|VeeU3r>0:B(x,r) CU}

eine Topologie auf X, ohne dass ein Teil der Axiome D.1 — D.3 erfillt sein misste.

2° Die Symmetrie D.3 bedeutet, dass die abstrakte ,Distanz” d(z,y) von x nach y mit der
entsprechenden Distanz d(y, ) von y nach x zusammenfallt.

3° Die Dreiecksungleichung D.2 hat zur Folge, dass die offene Kugel B(a,r) tatséchlich
offen ist, d.h. B(a,r) € 7(d).

4° D.1 impliziert zusammen mit D.2 und D.3, dass es zu verschiedenen Punkten x,y , x # y,
immer Umgebungen U von x und V von y gibt, so dass U NV = {) gilt: Mit r = %d(m,y) > 0 ist
B(x,r)NB(y,r)=10.

(23.4) Definition: Ein topologischer Raum (X, 7) heifl3t Hausdorffsch oder separiert, wenn es
zu je zwei verschiedenen Punkten z,y € X Umgebungen U € U(xz) und V € U(y) gibt, die
einen leeren Durchschnitt haben: U NV = (.

(23.5) Bemerkungen und Beispiele:
1° Far einen metrischen Raum (X, d) ist (X, 7 (d)) ein Hausdorffscher topologischer Raum.

2° Die feinste Topologie 7; auf einer Menge X (vgl. 22.3.2°) kann durch eine Metrik induziert
werden: Fir z,y € X setze man d(z,z) := 0und d(x,y) := 1im Falle x # y. Dannist 7y = 7 (d).
Diese Metrik heil3t auch die diskrete Metrik, weil sie die diskrete Topologie induziert.

3° Eine Topologie 7 auf X heil3t metrisierbar, wenn es eine Metrik d auf X gibt, so dass
T = T(d) gilt. Der topologische Raum (X, 7') heif3t dann metrisierbar. Die feinste Topologie 7
ist also metrisierbar und damit auch Hausdorffsch.

4° Die grobste Topologie 7, = {0, X} (vgl. 22.3.1°) ist nicht metrisierbar, wenn X mehr
als einen Punkt enthalt, denn sie ist nicht Hausdorffsch, und jede metrisierbare Topologie ist
notwendig Hausdorffsch.

5° Es gibt fur topologische Raume (X, 7) im Falle der Metrisierbarkeit mehrere Metriken,
die die Topologie induzieren, wenn X # ().

Fur die feinste Topologie gilt zum Beispiel 7; = 7 (dg), wenn dg folgendermalien gegeben
ist: Flir z,y € X setze man dg(z,z) := 0und dr(x,y) := Rim Falle z # y. Dannist 7y = 7 (dRr)
und d # dr im Falle R # 1.

Ein anderes Beispiel zu einer metrisierbaren Topologie 7 = 7 (d) auf X mit vorgegebener
Metrik d: Fir a,b € X ,a # b, sei 7 € ]0,d(a,b)|. Fur z,y € X setze man d.(x,y) := d(z,y), falls
d(z,y) < 7,und d.(z,y) := 7, falls d(z,y) > 7. Dannist 7 (d) = 7 (d.). Diese neue Metrik d, hat
die Eigenschaft, dass der ganze Raum X in der Kugel B(z, 27) liegt. (24.4.07]

(23.6) Definition: (X, d) sei metrischer Raum.
1° Eine Teilmenge Z € X heif3t beschrankt, wennes a € X und R > 0 mit Z C B(a, R) gibt.
Das ist gleichbedeutend mit
sup{d(z,y) |z,y € Z} < c0.
Der metrische Raum heil3t beschrénkt, wenn X als Teilmenge beschrankt ist.
2° Zwei Metriken heil3en aquivalent, wenn sie dieselbe Topologie induzieren.

Zu jeder metrisierbaren Topologie 7 auf X gibt es also eine Metrik d mit 7 = 7 (d), fur die
(X, d) beschrankt ist (nach 23.5.5°).
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Die Grundbegriffe der Topologie aus § 22 fir metrisierbare Topologien:

(23.7) Satz: Sei (X, d) ein metrischer Raum mit der Topologie 7 = 7 (d).

1° Ein Abbildung f in einen weiteren metrischen Raum (Y d) ist genau dann stetigin a € X,
wenn

Ve>036>0Vre X d(a,x)<d = d(f(a), f(x)) <e.

(Wir erlauben uns, darauf zu verzichten, die Metriken als d x, dy zu bezeichnen.)

2° Insbesondere ist eine Abbildung f : X — Y schon dann stetig in X, also stetig in allen
Punkten a € X,
i) wenn d(x,2") = d(f(x), f(2')) fur alle z,2" € X gilt (f heiBt dann Isometrie),

ii) oder wenn es L > 0 gibt, so dass d(f(x), f(z')) < Ld(z,2’) fur alle z,2" € X gilt (f
heil3t dann lipschitzstetig und L ist die zugehorige Lipschitzkonstante).

iii) oder wenn
Ve>030>0Vz,2' € X :d(x,2') <d = d(f(x), f(2))) <e

(f heil3t dann gleichmaRig stetig).

3° B(a,r) istfura € X, r > 0, stets abgeschlossen.

4° Das Umgebungssystem U(a) ist U(a) = {V € X|3r > 0 : B(a,r) C V }, und eine
Umgebungsbasis ist z.B. durch die offenen Kugeln {B(a,r)|r > 0} um a aber auch durch die
abgeschlossenen Umgebungen {B(a,r)|r > 0} gegeben. Weitere Umgebungsbasen im Punk-
te a € X: {B(a,r)|r > 0,r € Q} oder {B(a, +)|n € N} . Ein metrischer Raum hat also immer
abzéhlbare Umgebungsbasen.

Wegen der Abzé&hlbarkeit der Umgebungsbasen spielen die Folgen und ihre Konvergenz
eine bedeutende Rolle in der Theorie der metrischen Raume, wie wir im nachfolgenden Para-
graphen sehen werden.

Offensichtlich ist eine Isometrie lipschitzstetig mit einer Lipschitzkonstanten L = 1.

Eine lipschitzstetige Abbildung ist gleichmaRig stetig, denn zu ¢ > 0 hatman ¢ := £ > 0 und
es gilt dann fir 2,2’ € X mitd(z,2") < 0 stets d(f(z), f(2')) < Ld(z,2") < Ld = e.

Zur Hausdorffeigenschaft topologischer Raume:

(23.8) Satz: X,Y seien topologische Raume?

1° Sind X,Y Hausdorffraume, so sind die Unterrdume Z von X in der Relativtopologie
Hausdorffsch, und es ist der Produktraum X x Y Hausdorffsch.

2° Sind X, Y metrisierbar, so auch die Unterraume Z von X und der Produktraum X x Y.

Eine typische Metrik auf dem Produkt, die die Produkttopologie erzeugt, ist

d((l’, Z/), (l’l, y,)) = max{dX (l’, ZC,)» dy (yz y,)}

3Wir bezeichnen im Folgenden gelegentlich einen topologischen Raum einfach mit X, ohne das System der offenen Mengen
explizit anzugeben.
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wenn dx die Topologie auf X und dy die auf Y induziert. Eine andere ist

d((l’, Z/), (l'/, y/)) = dx(.l‘, .1’/) + dY(yv Z/) .

(23.9) Paradebeispiel:

1° Die naturliche Topologie auf R ist metrisierbar mit der (euklidischen) Metrik d(z,y) :=
|z — y|. Genauso ist die naturliche Topologie auf C metrisierbar.

2° Auf R? haben wir die Produkttopologie, die durch die Produktmetrik d((x,y), (z’,3')) =
sup{|z — 2’|, |y — v'|} gegeben. Diese Metrik und die euklidische Metrik auf C = R? stimmen
nicht Uberein, aber die von ihnen induzierte Topologie ist dieselbe, wie wir gleich sehen werden:
Es ist die natlrliche Topologie (vgl. 22.22 / 23.14 / 23.15).

3° Entsprechend ist die Produkttopologie auf R™ wie auch auf C™ metrisierbar, mit

d(:):,y):sup{‘xi—yi| |i=1,...,n}, wobei z= (42 . 2",y = (whyP . yt) e KT,

(oder mit der Metrik dy (z,y) == >1, |=' — o).
4° 4 Die Zariskitopologie auf k" ist fiir einen Kérper k& mit unendlich vielen Elementen wie
z.B. R oder C nicht Hausdorffsch, also auch nicht metrisierbar.

Damit kdnnten wir zufrieden sein. Wir haben eine natirliche Topologie auf R™ wie auch auf
C™ als Produkttopologie (vgl. 22.22), und diese Topologie ist Hausdorffsch und metrisierbar.

Wir sind aber noch an weiteren Charakterisierungen der natirlichen Topologie interessiert,
welche die Raume R™ und C™ als spezielle normierte R&ume beschreiben.

Normierte Raume:

Im Folgenden sei E stets ein Vektorraum tUber R oder Uber C, und wir schreiben K fur R
oder C.

(23.10) Definition: Eine Norm auf E ist eine Abbildung || || : £ — R mit den folgenden Eigen-
schaften: Fur alle u,v € E und X € K gilt:

N1 [ju >0und (Ju] =0 < u=0).
N2 flu+of < Jull + ] -
N3 [|Av]f = [A]lv]]-

E zusammen mit der Norm || || : E — R hei8t dann normierter Raum.
(23.11) Satz: Jede Norm || || auf einem K-Vektorraum definiert die zugehdrige Metrik
d(u,v) = dj ||(u,v) := lu =] , u,v € E,
und damit eine metrisierbare Topologie 7 (d ) = 7 (d). 27.04.2007

Bezuglich der durch die Metrik (also durch die Norm) induzierten Topologie 7 (d) sind die
Strukturabbildungen

ExE—E, (u,v)—u—v, und Kx FE — E, (\v)+— Av,

“nicht vorgetragen
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stetig.

(23.12) Definition: Ein topologischer Vektorraum ist ein K-Vektorraum E mit einer Topologie
auf F, so dass die Abbildungen

ExE—E, (u,v)—u—v, und Kx FE — E, (\v)+— Av,
stetig sind.

(23.13) Beispiele und Bemerkungen:
1° Normierte Raume ,sind" topologische Vektorraume.

2° Ein topologischer Vektorraum E heil3t normierbar, wenn es eine Norm auf E gibt, so dass
die induzierte Topologie die Ausgangstopologie ist. Man spricht dann von einer Normtopologie.

3° Unser Paradebeispiel K™ mit der in 22.22 gegebenen Produkttopologie ist normierbatr,
denn die in 23.8.2° und speziell in 23.9.3° beschriebene Metrik d(z,y) := sup{|z’ — /| |i =
1,...,n}, die die Topologie induziert, wird durch die Norm

llz|l o = sup{‘aﬂ li=1,...,n}, z=(z},...,2") € K",

gegeben. (N.1 — N.3 fur || ||, gelten unmittelbar.)

4° Genauso wird fir endlich viele normierte Raume E;,i = 1,...,n mit den Normen || ||, auf
dem Produkt [, E; der Vektorrdume E; die Produktnorm

|lz]| := max{||lz||;, : i=1,...,n}

definiert, die die Produkttopologie induziert.
5° Weitere Normen auf E = K" sind fur p € [1, oo[ die so genannten ,,p-Normen*:

Es handelt sich tatsachlich um Normen nach den Ungleichungen von Hélder und Minkowski
(vgl. 19.14).

6° Die 2-Norm auf K™ wird auch die euklidische Norm genannt. Sie stammt von dem (eukli-
dischen oder unitaren) Skalarprodukt

(,): K"xK"—-K
gegeben als

n n
(x,y) = Zgyl oder (z,y) = ley
i=1 i=1
Denn wir haben die ldentitat
x|y = V(z,z) , z € K" .

(23.14) Graphischer Vergleich: Vergleich der Kugeln fiir die 1-Norm, die euklidische Norm und
die co-Norm in R?. Die Kugeln werden durch ihre Begrenzungen dargestellt:
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Das aul3ere Quadrat begrenzt die Kugel
Bi(0,2) = {(z,y) € R? : 2| + |y| < 2}.

Das zweitgroé3te Quadrat begrenzt die Kugel
Boo(0,1) = {(x,y) € R? : max{|a|,|y[} < 1}.
Die Kreislinie begrenzt die euklidische Kugel
Bs(0,1) = {(z,y) € R? : 22 +y% < 1}.

Das innere Quadrat begrenzt die Kugel

\/1 2T B(0.1) = {(x.y) € R ¢ 2]+ |y] < 1}

Wenn man die anderen Normen zu p € [1, oo in dieses Bild einbeziehen will: Fir die Kugeln
zur p-Norm um 0 mit Radius 1 gilt

B1(0,1) C By(0,1) C B2(0,1), wenn 1 <p <2,

By(0,1) C Bp(0,1) C B5(0,1), wenn 2 < p < 0.

Diese Bilder suggerieren, dass die durch die p-Normen gegebenen Topologien alle gleich
sind, denn zu a € R?, p,q € [1,00] und r > 0 findet man stets ein s > 0 mit B,(a, s) C By(a,r).
Das gilt auch fur beliebige Dimensionen:

(23.15) Lemma: Auf K" sind die durch die Normen || ||, gegebenen Topologien alle gleich.

Grundlage fur dieses Resultat ist die einfach Abschétzung fur z € R™ und p # oc:

2l < llll, < ¥n )l -
Allgemeiner gilt, wie im folgenden Paragraphen bewiesen wird:
(23.16) Satz: Fur einen endlichdimensionalen K-Vektorraum E qilt:

1° Es gibt eine Norm auf E.

2° Die durch beliebige Normen auf E gegebenen Topologien stimmen alle tberein (vgl.
24.22).

(23.17) Lemma: Zwei Normen || || , || || auf einem Vektorraum E induzieren genau dann die-
selbe Topologie, wenn es Konstanten ¢, C' > 0 gibt mit

cloll < Joll” < Clpl -
In diesem Falle heiRen die Normen &quivalent. 04.05.2007

(23.18) Beispiele: Unendlichdimensionale normierte Raume:

1° Sie E ein normierter Raum tUber K mit der Norm || ||, und sei X eine Menge. Die Menge
der beschrankten Funktionen auf X ist

BX,E):={f: X = E[sup{|[[f(2)|| : € X} = [[fllo <00}
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B(X, E) ist ein K-Vektorraum bezuglich der punktweisen Addition und Multiplikation. Es ist leicht
zu sehen, dass fur f € B(X, E) durch

[flloe = sup{[[f(@)]| - z € X}

eine Norm auf B(X, E) definiert wird. B(X, E) wird auch als ¢, (X, E') bezeichnet.
Im Spezialfall einer endlichen Menge X mit n € N; Elementen entspricht B(X,K) dem
Raum K" mit der Norm || || (vgl. 23.13.3°), also unserem Paradebeispiel.

2° Im Falle X = Niist /, = B(N,K) = /- (N, K) der K-Vektorraum der beschrankten Folgen
(2)jen, z; € K, mit der Norm ||(z;)||, = sup{|z;| : j € N }. Dieser normierte Raum wird auch
mit /o, = {+(K) bezeichnet.

3° Ein anderer wichtiger Folgenraum ist der Raum der quadratsummierbaren Folgen:

by = £5(K) := {(z;) € K| Z |2 < oo}
j=0
Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
S oyl < Dol D Dl < D Dl ] D sl
j=0 Jj=0 Jj=0 Jj=0 Jj=0

fir z,y € £5 und alle n € N ist

[o@)
(x,y) == _ Ty
=0

wohldefiniert und liefert eine euklidische bzw. unitare Struktur auf £, mit der Norm

[y =

und der Ungleichung
[z )| < [llly lyll
wie im Endlichdimensionalen.
4° Auf dem Raum P(n) der Polynome p € K[T] vom Grad < n ist

1
(prq) = /0 P(t)q(t)dt, p.q € P(n).

ein euklidisches oder unitéres Skalarprodukt. Die zugehorige Norm nenne wir die L ;-Norm.
5° Zu einem abstrakten euklidischen oder unitaren Raumist ||v|| := /(v, v) eine Norm.

6° Der Raum C(I, K) der stetigen Funktionen auf einem kompakten Intervall I ¢ R mit Wer-
ten in K ist ein K-Vektorraum mit der Norm || f|| ., = sup{|f(z)| : « € I }. C(Z,K) ist Unterraum
von B(1,K). Analog C(I, E) fur einen normierten Raum E.
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Der Rest des Paragraphen wurde aus Zeitmangel nicht vorgetragen.

7° Im Falle eines kompakten Intervalles I = [a, b] wird fur p € [1, oo[ auf dem Raum C(I,K)
durch

b
1l = { / F(OF dt, fec(lK)

eine weitere Norm definiert, die auch die L,-Norm genannt wird.

8° Fur ein offenes Intervall D € R wird der Raum der stetigen Funktionen C(D, K) mit der fol-
genden Topologie versehen: U C C(D,K) ist definitionsgemaf offen, wenn es zu jedem fo € U
ein kompaktes Intervall X' C D und ein~ > 0 mit {f € C(D,K)| ||fo— fllx < r} C U gibt.
Dabei ist | g|| - := sup{|g(t)| : t € K}. C(J,K) mit dieser Topologie ist ein Hausdorffraum.

(23.19) Definition: Eine Seminorm ist eine Funktion «. : £ — R mit den folgenden Eigenschaf-
ten: Fur alle u,v € F und alle A € K gilt:

SN.1 a(u) >0
SN.2 a(u+v) < a(u) + a(v).
SN.3 a(A\v) = |\ a(v).

Die entsprechende offene Kugel (oder Ball) ist B, (u,r) := {z € E|a(u—z) < r}.

Im Vergleich zu einer Norm fehlt die Bedingung a(u) = 0 = u = 0. In 23.18.8° ist zum
Beispiel durch a(g) = ||g||, eine Seminorm gegeben mit der Eigenschatft: Ist g einen stetige
Funktion auf dem Intervall D, die auf dem kompakten Intervall K C D verschwindet ohne iden-
tisch Null zu sein (solche g gibt es viele), dannist ||g|| ,, = 0 aber g # 0.

(23.20) Lemma: Eine Familie I' von Seminormen auf E definiert eine Topologie
T(T)={UCE|VveU3JaecTl Ir>0:By(v,r) CU}

auf E.
Die Strukturabbildungen (u,v) — u—v und (A, v) — Av sind stetig in dieser Topologie. E mit
der Topologie 7 (T') ist also ein topologischer Vektorraum.

(23.21) Definition: Ein topologischer Vektorraum E mit der Topologie 7 heil3t lokalkonvex, wenn
es eine Seminormfamilie I' auf E gibt, welche diese Topologie induziert: 7 = 7 (I").

(23.22) Beispiele: 1° Der Raum der stetigen Funktionen C(D,K) auf einem offenem Intervall
J # () hat nach 23.18.8° die Topologie 7 (I') mit der Familie I" = (|| ||, | K C D kompaktes
Intervall). Dieser Vektorraum ist nicht normierbar, aber metrisierbar.

2° Analog fir m € N;: Der Raum der m-mal stetig differenzierbaren Funktionen C™ (D, K)
auf einem offenem Intervall D # () mit der Familie ' = (]| ||%¥ | K C D kompaktes Intervall)
und

LI = s> | FO0)| 1t e K.
1=0

Der Durchschnitt all dieser Raume ist der Raum C* := C*°(D,K) der beliebig oft differen-
zierbaren Funktionen mit der Topologie 7 (|J,,.xI™). Dieser Raum ist metrisierbar und sogar
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vollstandig. Der Raum D der stetigen linearen Funktionale ¢ : C*° — K ist der Raum der Distri-
butionen.
3° Auf dem K-Vektorraum

KX = {¢: X — K|t Funktion}
fur eine beliebige Menge X ist fur jede endliche Menge H C X die Funktion

an(¥) = sup{|v(@)] : v € H}

eine Seminorm. Die von der Familie (ay | H C X endlich) erzeugte Topologie ist die natur-
liche Produkttopologie auf KX. KX mit dieser Topologie ist ein separierter, lokalkonvexer K-
Vektorraum. K~ ist genau dann normierbar, wenn X endlich ist. K~ ist genau dann metrisierbar,
wenn X hochstens abz&hlbar ist.

4° Auf dem K-Vektorraum
KX .= {8 e K¥| 3F C X endlich und V€ X\F : 3(z) = 0}

der Familien 5 € KX, die nur in endlichen vielen = € X nicht verschwinden, ist fiir jedes ¢ € KX
eine Seminorm

y(B) = > |Ba)p(x)| , B e KX,

zeX

definiert. (v, |1 € K¥) erzeugt eine lokalkonvexe Topologie auf K(X), die Hausdorffsch ist. K(*)
mit dieser Topologie ist genau dann metrisierbar, wenn X endlich ist.

5° K& ist in natirlicher Weise isomorph zum K-Vektorraum der stetigen linearen Funktio-
nale K¥ — K, und umgekehrt ist KX in natirlicher Weise isomorph zum K-Vektorraum der
stetigen linearen Funktionale K(X) — K. Die entsprechende Paarung ist

KX x K& - K, (v,8) — Y Bla)(z).

zeX
§24 Folgenkonvergenz und Kompaktheit

Im folgenden sei X stets ein metrischer Raum mit einer Metrik d. Es wird in diesem Paragra-
phen das Konzept des topologischen Raumes anhand der Konvergenz von Folgen in metrischen
R&aumen wiederholt und erneut entwickelt. Die Folgenkonvergenz ist uns aus der Vorlesung MIA
vertraut und ermdglicht in der Analysis die Beschreibung der infinitesimalen Prozesse.

(24.1) Definition: (Folgenkonvergenz) Eine Folge (x,) aus X konvergiert gegen = € X, wenn
es zu jedem e > 0 ein ng € N gibt, so dass fur alle n € N, stets d(z,,x) < ¢ qilt.

Notation: z,, — « oder lim x,, = x. Ausfuhrlicher: z,, — z(n — o) oder
lim z, =x.
n—oo

Also:

Ty —x < VYVe>0ImeNVneN, dz,,z)<e < d(z,,x) — 0.

(24.2) Beispiele:
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1° Bekannt in R oder C mit dem Abstand d(x,y) = |z — y|.

2° In unserem Paradebeispiel K™ gilt fur X < K™ mit der von der naturlichen Topologie
induzierten Topologie auf X:

Tp — T < J:}c — ' (k—o0),i=1,...,n.
Dabeiist z), = (z},...,2}) € K", 2t € K.
3° Folgenkonvergenz in {: x;, — « fir Folgen z;, = (2},)ien € {o ist &quivalent zu

Ve>03NeNVkeNyVieN: |z, —a'| <e.

Konvergenz in /., bedeutet also gleichmaRige Konvergenz in den Indizes i € N bzw., wenn
man die Folgen als Abbildung = : N — K auffasst: Gleichmafige Konvergenz in Bezug auf den
Definitionsbereich N.

4° Konvergenz in C([0, 1], R): Eine Funktionenfolge f; € C([0,1],R) konvergiert genau dann
gegen f in der Supremumsnorm, d.h. || fx — f|,, — 0 (vgl. 23.18.6°), wenn:

Ve>03IN eNVkeNyVte[0,1]: |filt)— f(t)] <e.

fr — finC([0,1],R) in Bezug auf die Norm || || bedeutet also gerade, dass (fj) gleichmafig
gegen f konvergiert, wie wir das in MIA hétten kennen lernen sollen (siehe 24.24).

5° Auf dem Vektorraum C([0, 1],R) gibt es weitere sinnvolle Normen (vgl. 23.18.7°), zum

Beispiel die L;-Norm
1
1= [ 1reae.

Es ist leicht zu sehen, dass dadurch wirklich eine Norm definiert wird. Es gilt

11l < 1 flloo

weil | f(t)] < || fll- Also ist jede Folge (hy,), die in Bezug auf || ||, konvergiert auch konvergent
in Bezug auf || ||;. Die Umkehrung gilt aber nicht: Sei ¢,,(t) = t". Dann ist

1
n—l—l

— 0.

lgall; = / 7t = —— ¢}

Es ist aber ||g,||, = 1. Daher kann g,, nicht gegen 0 in der Norm || || konvergieren.

(24.3) Definition: Sei Z C X Teilmenge eines metrischen Raumes X. Ein Punkt a € X heif3t
Beruhrpunkt von Z, wenn fur alle » > 0 die offene Kugel B(a, ) mit Z gemeinsame Punkte hat,
das heilt wenn B(a,r) N Z # § gilt. Mit Z wird die Menge der Beriihrpunkte bezeichnet. Diese
Menge wird auch die abgeschlossene Hiille von Z genannt.

Es gilt also: B
a€Z <= VYUeU(a):UNZ#0.

(24.4) Beispiele:
1°Z=QcCcR:Q=
2°10,1] =[0,1] =]0,1[in X = R.
3Z={2":neN}CcR:Z=2ZU{0}inR.
4° 7 ={(t,sinl) eR? : t€]0,1]} : Z=ZU{0} x ([-1,1]) in R2.
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5° In metrischen Raumen gilt stets B(x,r) C B(z,r) = {y € X | d(z,y) < r} und in manchen

Fallen auch B(z,r) # B(x,r).
6° In normierten Raumen gilt fur die durch die Norm induzierte Metrik stets B(z,r) =
B(z,7).

(24.5) Definition: (offener Kern, Rand) Fur eine Teilmenge Z C X ist
Z:={2€X|3r>0:B(z,r) C Z}
der offene Kern der Menge Z, und es ist
07 = 7\Z
der Rand von Z (in Bezug auf X).
Es qilt
r€0Z < Vr>0:B(x,r)NZ#0 und B(z,r)N(X\Z) #0.

(24.6) Beispiele:
1° 9(Ja, b)) = {a,b} = 0([a, b]).
2° 0{a} = {a} firainR.
39St =Stin X =C.
2°FurZ=QcR:Z=0,Z=RunddZ =R.
5° InR2 : 9([0,1] x [0,1]) = ({0,1} x [0,1]) U ([0, 1] x {0, 1}).

(24.7) Satz: Fur Z C X qilt:
1°Z={a€X|3z, € Z: 2, — a}.
2°7Z C Z.
3° Z ist abgeschlossen.
4° VA C X : Aabgeschlossenund Z C A — Z C A.
5° Z ist abgeschlossen +— Z = 7.
6° Z = ({A C X | A abgeschlossen und Z C A}.

(24.8) Satz: Fur Z C X qilt:
1° X\Z=X\Z.
2°ZcCZ.
3° Z ist offen.
4°YUCX :Uoffenund UcCc Z=UC Z.
5° Zoffen <« Z=2.
6° Z = J{U c X |U offen und U C Z}.

Die Charakterisierung der Stetigkeit durch Folgen:

(24.9) Satz: f : X — Y ist genau dann stetig in x € X, wenn fur alle konvergenten Folgen (x,,)
in X mit lim z,, = z gilt: lim f(x,) = f(x).
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(24.10) Definition: Ein metrischer Raum X heif3t vollstéandig, wenn alle Cauchyfolgen aus X
konvergieren.

Dabei ist (x), z; € X, definitionsgemal eine Cauchyfolge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein
n € N gibt, so dass fur alle &k, € N,, stets d(xy, z;) < ¢ gilt.

Ein Banachraum ist ein normierter Raum mit Norm || ||, der als metrischer Raum mit der
Metrik d; | ein vollstandiger metrischer Raum ist.

(24.11) Beispiele:

1° X = R ist vollstandiger metrischer Raum in der Metrik d(s,t) = |s — t| genauso wie
X = Cin der euklidischen Metrik d(z,w) = |z — w].

2° Auch R™ und C™ sind vollstéandige normierte Raume in der p-Norm. 11.05.2007

3° Der Raum /., der beschrankten Folgen mit der Supremumsnorm ist ein Banachraum.

4° C(]0,1],R) mit Supremumsnorm ist ebenso ein Banachraum ber R. Nachzutragen ist
die Aussage, dass eine gleichmafiig konvergente Folge stetiger Funktionen als Grenzwert eine
stetige Funktion hat (vgl. 24.25).

5° Der Raum der Polynome C[T] mit jeder der Normen || ||,, || ||, oder | ||, ist nicht voll-
standig.

6° Die Li-Norm auf C([0, 1], R) ist nicht vollstandig (vgl. 24.2.5°).

7° Die Folgenraume ¢,, p € [1, 0], sind wie der Folgenraum /., Banachraume unendlicher
Dimension.

(24.12) Lemma: Eine abgeschlossene Teilmenge eines vollstandigen metrischen Raumes ist
vollstandig in der Relativtopologie.

Kompakte Mengen und Rdume:

Zum Abschluss der topologischen Vorbetrachtungen kommen wir zur Kompaktheit von Men-
gen in einem metrischen Raum.

(24.13) Definition: Eine Teilmenge Z eines metrischen Raumes ist folgenkompakt, wenn jede
Folge aus Z eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in Z hat.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass hat jede in R beschrénkte Folge eine konvergente
Teilfolge. Das zieht nach sich, dass eine beschrankte und abgeschlossene Teilmenge von R
stets folgenkompakt ist. Im K™ bedeutet das:

(24.14) Satz: (Heine-Borel) Die folgenkompakten Teilmengen des K" sind genau die Teilmen-
gen, die beschrankt und abgeschlossen sind.

Kommentar: B C K" ist also genau dann folgenkompakt, wenn sup{||z|| ., : * € B} < oo ist
und fur jede konvergente Folge (b,,) aus B gilt: lim b,, € B.

(24.15) Beispiel: In ¢, ist B(0,1) beschrankt und abgeschlossen, aber nicht folgenkompakt.
(24.16) Satz: Stetige Bilder folgenkompakter Mengen sind folgenkompakt: Ist f : X — Y stetige

Abbildung metrischer Raume und ist K C X folgenkompakt, so ist auch f(K') folgenkompakt in
Y.
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Wichtige Folgerungen: Eine stetige Funktion f : X — R ist auf einer folgenkompak-
ten Teilmenge beschrankt und es werden Infimum und Supremum angenommen. Es gibt also
T1,T9 € K mit

inf{f(z) : z€ K} = f(z1) und sup{f(z) : x € K} = f(x2).

Das gilt analog fur stetige f : X — E mit Werten in Banachrdumen E. Fir folgenkompakte
K C X ist f(K) beschrankt und es gibt z1, 2z, € K mit

inf{[[f(2)|| : x € K} = [[f(x1)] und sup{|[f(z)] : = € K} = [|f(x2)] ,

weil z — || f(x)]| stetig ist.

(24.18) Definition: Eine Teilmenge K eines metrischen Raumes X heil3t kompakt, wenn es zu
jeder offenen Uberdeckung von K eine endliche Teiliilberdeckung gibt. Der metrische Raum X
heil3t kompakt, wenn X als Teilmenge von X kompakt ist.

Eine offene Uberdeckung von K ist eine Familie (U,),c; von offenen Teilmengen von X mit
K c J{U, : « € T}. K ist also genau dann kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung
(U,).er endlich viele ¢q,t9, ...ty € I mit

m
KclJUu,=U,u0,U...0,,.
p=1

Wir sehen: ]0, 1] ist nicht kompakt, denn U,, := {x € R : #1 < x < 1} definiert eine Uber-
deckung, die keine endliche Teiliberdeckung hat. 15.05.2007

Aber die abgeschlossene Menge Z = {27" : n € N;} U {0} ist kompakt. Jede offene
Uberdeckung (U,) enthalt 0, also gibt es .o € I mit0 € U,,. Es folgt, dass es m gibt mit 2= € U,
fir alle n > m. Seien.; e Imit2~7 € U, ,j =1,...,m. Dann ist

ZcU,UU,U...uU,, .

Kommentar: Der Satz 24.16 gilt auch fir kompakte Mengen, wie ganz leicht zu sehen ist.
Direkter Beweis (ohne Verwendung des nachfolgenden Resultats)!

(24.19) Satz: Die kompakten Teilmengen eines metrischen Raumes sind genau die folgenkom-
pakten Teilmengen.

Zum Beweis zwei Lemmata:

(24.20) Lemma: Eine folgenkompakte Teilmenge K eines metrischen Raumes ist total be-
schrankt, das heif3t, dass es zu jedem ¢ > 0 endlich viele z; € K,i = 1,2,...,m, mit K C
Ui~, B(wi,e) gibt.

(24.21) Lemma: FUr eine folgenkompakte Teilmenge K eines metrischen Raumes gilt: Zu jeder
offenen Uberdeckung (U,) gibt es eine Zahl > 0 (die Lebesgue-Zahl), so dass es zu jedem
x € K ein. e I mit B(x,n) C U, gibt.

(24.22) Satz: Alle Normen auf endlichdimensionalem K-Vektorraum liefern dieselbe Topologie.
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(24.23) Definition: (Nachtrag zu MIA) Sei D C R und sei (fx) eine Folge von Funktionen
fr: D —R.

1° (fx) heiRt punktweise konvergent, wenn fur alle ¢ € D die Folge (fx(t)) in R konvergiert.
Also mit f(t) := lim fx(t):

Vte DVe>03nyg e NVEe N, : |fr(t) — ft)] <e.

2° (fi) konvergiert gleichméaRig gegen f : D — R, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein nq gibt, so
dass fiur alle k£ € N,,, und alle t € D gilt | fx(t) — f(t)| < . Also:

Ve>03dnye NVkeN,, Vte D:|fit)— ft)] <e.

Aus MIA bekanntes Beispiel: Fur eine konvergente Potenzreihe f = > a,T™ konvergiert
die Folge fn(z) = >}, arx® von Polynomen auf jedem Intervall [—r, r] (bzw. auf jeder Kreis-
scheibe {z € C| |z| < r}), 0 < r < ps (= Konvergenzradius von f), gleichméaRig gegen den
Summenwert f(z) = 3%, axz®.

(24.24) Definition: Fur eine Folge (fx) von Abbildungen f; : X — Y zwischen metrischen
Raumen XY und f: X — Y ist

1° (fx) punktweise konvergent gegen f, wenn firr alle x € X die Folge (fx(x)) in Y konver-
giert, also
Vee XVe>03dnyge NVkeN,, :d(fr(x), f(zx)) <e.

2° (fx) gleichmaRig konvergent gegen f, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein ny € N gibt, so dass
gleichmagig fiir alle x € X und fur alle k& > ng stets d(fx(x), f(z)) < € gilt.

Ve>03dnye NVkeN,, Ve € X : d(fr(x), f(x)) <e.

3° (fx) gleichmaRig konvergent gegen f auf der Teilmenge Z C X, wenn es zu jedem e > 0
ein ng € N gibt, so dass gleichmafig fur alle z € Z und fur alle £ > ng stets d(fr(2), f(z)) < €

gilt.
Ve>03dnge NVke N, Vze Z:d(fi(z), f(2)) <e.

Gleichmé&Rige Konvergenz hat auch die folgende Formulierung:
Ve>03dnyoe NVkeN,, :sup{d(fi(z), f(z)) : z€ X} <e.

Wenn Y also ein normierter Raum istund d(y,y’) = ||y — ¢/'|| die zugehorige Metrik, so erhalt
man die folgende Form fir die gleichmalige Konvergenz

Ve>03dng e NVEe N, |fi — fllo <e€-

(24.25) Satz: Der Grenzwert einer gleichmafig konvergenten Folge von stetigen Abbildungen
ist stetig.

Damit ist jetzt der Nachtrag zu 24.11.4° erfolgt und die Liicke zur Vorlesung MIA geschlos-
sen. 18.05.2007
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Der Rest des Paragraphen wurde aus Zeitmangel nicht vorgetragen.

(24.26) Folgerungen:

1° Fur X kompakt und E Banachraum ist der Raum C(X, E) der stetigen Abbildungen von
X nach E mit der Supremumsnorm ein Banachraum.

2° Eine Folge (f,) von stetigen Abbildungen f, : X — Y hei3t kompakt konvergent, wenn
sie auf allen kompakten Teilmengen K C X gleichmafig konvergiert. Eine kompakt konvergente
Folge von stetigen Abbildungen hat eine stetige Abbildung als Grenzwert.

Beispielsweise hat man kompakte Konvergenz im vollen offenen Konvergenzintervall (-kreis)
bei konvergenten Potenzreihen. Insbesondere hat man kompakte Konvergenz im Falle

(24.27) Satz: Ein metrischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er totalbeschrankt und voll-
standig ist.

(24.28) Satz: (Fixpunktsatz von Banach) Fir einen vollstandigen metrischen Raum X mit X # ()
sei & : X — X eine kontrahierende Abbildung, das heif3t, es gibt L € ]0, 1], so dass fur alle
z,x’ € X stets

d(®(z),®(2")) < Ld(x, ")

gilt. Dann hat ® einen Fixpunkt ¢ € X, das heil3t, es gilt ®(£) = &. Der Fixpunkt kann folgen-
dermalRen gewonnen werden: Zu jedem Startpunkt o € X sei die Folge (z,) rekursiv durch
ZTny1 = P(zy,) definiert. Dann ist

¢(=limz, .

Beispiel: Newtonverfahren
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